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Q , Abstract 



Here we construct linear hamilton Systems without usual dichotomy prop- 
' erty. The Ljapunov spectra of these Systems and the behaviour of trajectories 

, are very complicated. The paper's subject refers to some problems of in- 

definite inner product methods in the stability theory of abstract dynamical 
equation Solutions . 

00 ■ 
Q 

(-H ! 1 Einleitung 

^ ' Man betrachte Bahnen irgendeines dynamischen linearen hamiltonschen Systems. 

Gibt es welche Bahnen, die vorgegebenes Wachstumsverhalten für t ±oo haben 
? Diese Frage sowie die Frage, ob die ensprechenden Zerlegungen von beliebigen 
. Bahnen vorhanden sind, diese beiden Fragen sind traditionell und immer noch zeit- 

^ ' gemäß für Experten in Theorie von dynamischen Systeme. Noch mehr, wie man 

0^ i diese Fragen beantwortet, davon hängt die Gestalt und der Inhalt von vielen Seiten 

von der analytische Stabilitätstheorie ab. 
. Solange man sich mit einem linearen endlich-dimensionalen Hamiltonschen Sys- 

' teme beschäftigt, hat man die wohlbekannte Antwort: 

o\ ' 

^ ' wobei xi{t), . . . ,XNit) die Bahnen des ursprünglichen Systems sind, die für t — > oo 

das übliche exponentiellweise Wachstumsverhalten haben. 
Insbesondere gilt 



> 

X 

J3 



Jede Bahn x{t) läßt sich auf folgende Weise darstellen: 



Zerspaltungssatz 1. Beliebige Bahn x(t) wird folgendermaßen dargestellt: 

xit) = x-{t)+x+{t) ; |a;±(t)| < P±{t) für t ±oo 

( hier sind P± gewisse Polynome und x± sind geeignete Bahnen desselben dy- 
namichen Systems ) . 

Soweit ist alles einfach. Wie steht es aber mit den Systemen, die 
unendlich-dimensional sind? 

Es ist dabei ersichtlich, daß die obige Zerspaltungseigenschaft umformuliert wer- 
den muß. Mindestens zwei Umformulierungen scheinen geeignet zu sein: 

1) statt in (**) eingetretenen Polynome habe man "nicht zu schnell wachsende" 
nähmlich die "subexponentiellwachsende" Funktionen zu gestatten; dabei 
sprechen wir über die Zerspaltung von Bahnen und stellen wir die zugehörige 
Existenzaufgabe von solchen Bahnen; 

2) statt die Menge von subexponentiellwachsenden Bahnen zu suchen, habe man 
diejenige invariante Teilräume des Propagators des Systems zu suchen, auf de- 
nen der Spectralradius dieses Propagators < 1 sei; hierbei spricht man über die 
Aufgabe von M.G. Krein. 
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Hier ist zu beachten, daß nicht nur die kontinuierhchc "Zeit" (d.h. t G R), sondern 
auch die diskrete "Zeit" (d.h. t G Z) oder irgendeine andere abstrakte "Zeit" von 
Interesse ist: es geht jetzt um "die sympk;ktischen Darstellungen einer Halbgruppe" . 

Was die Phasenräunie, daß heißt die Räume, worauf solche Darstellungen wirken, 
betrifft, muß man nicht nur reelle, sondern auch komplexe Räume betrachten. Es 
handelt sich um die "Darstellungen in Räumen mit indefiniten inneren Produkt" 
sowie um "J-unitäre und J-isometrische Darstellungen" u.ä. Im allgemeinen die 
Aussage "T ist J-unitär " bedeutet: 

T*JT = J = TJT*; J* = J; ß=I. 

Zu erinnern ist an: 

Hilfssatz Hl-1 V sei ein auf einem Hilbertraum H definierter linearer 
beschränkter Operator, der ein beschränktes Inverses besitzt. 

Dann ist der Operator V (BV*~^ (d.h. Hilbertsche direkte Summe des Operators 
V mit V*~^) J-unitär in bezug auf J, der durch die folgende Formel erklärt ist: 

J: x®yi-^y®x {x ,y G H) 

Setzt man statt obigem J einen so wirkenden Operator: 

J : x®y ^ y®-x {x,y eH) 

so erhaltet man, daß J* = —J; = — / , d.h. J ein Operator von einer symplek- 
tischen Struktur ist; in diesem Falle ist der Operator V ® V*~^ ein symplektischer 
Automorphismus. □ 

Wir werden die Konstruktion V (BV*~^ systematisch benutzen und schreiben 
dann: V :=V®V*-\ 

Um die beiden obigen Aufgaben zu präzisieren, führen wir eine geeignete Defi- 
nition ein. 

Definition Dl-1 

So{T) := {x e H\ \\T^x\\ für N ^ +00}, 

S{T) := {xeH\3C>0\/N>0 ||T^a;|| < C}, 
S+{T) := {x e H\ya > 1 3C > OVAT > ||T^a;|| < Ca^}, 
r{T) := Spektralradius von T . 

Bemerkung Bl-1 Ist T ein linearer beschränkter Operator und ist L ein T- 

invarianter Teilraum, so daß r{T\L) < c, so ist 

L c S+{c-^T) 

Bemerkung Bl-2 

Äx(ri©r2) = S'x(Ti)©Sx(r2); 

hier steht jeweils für So oder S oder S+ . 
Bemerkung Bl-3 

So{T) ± S{T*-^) ; S{T) _L So{T*-^) 
Dies folgt schon daraus, daß 

\{x,y)\ = \{T^x,T*-''y)\ < \\T^x\\ ||r*-^y|| . 
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So besteht die erste Aufgabe darin, die Struktur von der Menge des Typs S^{T) 
zu erklären. Mindestens fragt man: 

Frage 1. 

T sei beliebig ausgewählt, dieser sei aber symplektisch oder J-unitär . 
IstS+iT)^{0} ? 

Die zweite Aufgabe sieht mehr klassisch aus: man suche diejenigen T-invarianten 
Teilräume, worauf die vorgegebene Begrenzung des Spektralradius erfüllt ist. Min- 
destens fragt man: 

Frage 2. 

T sei beliebig ausgewählt, dieser sei aber symplektisch oder J-unitär . 

Gibt es einen nicht trivialen T-invarianten Teilraum L, so daß r{T\L) < l ? 

Diese beiden Fragen sind nicht voneinander unabhängig. Nämlich, wir haben 
(wegen Bemerkung Bl-1): die negative Antwort auf die erste Frage zieht die nega- 
tive Antwort auf die zweite Frage nach sich und die positive Antwort auf die zweite 
Frage hat zur Folge, daß die Antwort auf die erste Frage ebenfalls positiv ist. 



Obwohl die beiden obigen Aufgaben vor langem bekannt sind (sieh z.B. [Kre64|, 
[Kre65], [DalKre]), ist die 'allgemeine' Lösung noch immer nicht bekommen. Selbst 
die Antwort auf die Fragen 1 und 2 zu finden, das ist erst vor kurzem gelungen. 
Diese Antwort basiert auf [Ch97], [Ch98]; sie wird hier vorgestellt. 

Man fragt sich zuletzt, ob diese hier erörterten Aufgaben einigermaßen beacht- 
enswert sind. 

Herkunft ist mir nicht ganz klar. Ich glaube, die Geschichte dieser Aufgaben 
begann am mindesten seit der Zeit, als man den Begriff von Ljapunovschem Index Id 
eingeführt hatte und lineare Hamiltonsche Gleichungen als ein einzelnen merklichen 
Gegenstand betrachtet. 

Es ist vielleicht nicht überflüssig zu erinnern, daß die Ljapunovschen Indizes von 
einer vorgegebenen Bahn x{t), i G R ( eines linearen dynamischen Systems) reelle 
Zahlen X± sind, die durch 

A± := limsupi^^^f^ = inf{A| \\x{t)\\ < Cac^I*! (t ^ ±oo)} 

t^±oo \t\ 

definiert werden. 

So betreffen die oben formulierten Probleme die zugehörige Theorie von 
Ljapunovschem Spektrum, den man manchmal auch Floquet-Spektrum nennt. 

Die erste Spur von vollige Systematisierung und mithin von einer Einführung 
von Kanonischen Formen (von endlich-dimensionalen) Hamiltonianen, habe ich in 
[Arn] als sogennanten Williamsonssatz gefunden (originelle Werke sind [Will36] und 
[Will37]). 

Man beachte: dieser Satz ist in Rahmen von reellen Räumen formuliert. 

Es ist kaum möglich, exakt und bestimmt zu erkennen, wer der Erster war, 
der den Phasenraum des linearen Systems formalweise komplexifiziert hatte, und 
statt der symplektischen Struktur {J'^ — ~I) die Kreinsche J-Sturktur (J^ = /) 
eingeführt hatte. 

Wie dem auch sei, solcher Trick fand sich so gelungen [Kre65], [KLl], [KL2], [IK], 
[IKL], [DalKre], [DadKul], [Kul], [Ikr89], daß der besondere Zweig von der Theorie 
der linearen Räume und Operatoren — die Theorie von Krein-Räume — entstand 
[Bogn], [DR]. 

Der andere Zweig von Entwicklung solchartiger Theorien hängt mit solchen Be- 
griffe zusammen, wie lineare kanonische Transfomation, kanonische Vertauschuns- 
beziehungen , alias COR (Canonical Commutation Relations), Bogoliubov Transfor- 
mationen quasifreie Bewegung [Bog], [BraRob], [Ber], [Rob], [MV], [Emch], [RS2], 



^man nennt diese Größe auch oberen Wachstumsindex oder Ljapunovsexponent 
^Man nennt Krein-Räume auch "Räume mit regulärem inncrencm Produkte" 



4 



Sergej A. Chorosavin 



[RS3], [Oks], [DadKul], [Kul], [Ikr89]. Die soeben erwähnten Begriffe gehören elier 
zu der Quanten Physik, als zu der reinen Mathematik und, obwohl die vorliegende 
Arbeit vorerst gerade aus diesem Zweig hervorgeht [Ch81], [Ch83], [Ch83T], [Ch84], 
[ChDTh], wollen wir auf diese Begriffe nicht eingehen, weil hier nur "rein mathe- 
matischer" Teil von unseren Untersuchungen dargestellt worden wird. 

Wir sollen noch ein Thema nennen, nämlich "Modelle von chaotischem Verhal- 
ten" , oder einfach "Modelle von Chaos" . 

Eine verbreitete Uberzeugung ist, daß kein lineares System zu Modellierung des 
Chaos paßt und geeignet ist. Diese Uberzeugung ist verbreitet, aber umstritten. 
Hier meinen wir vorerst " Does quantum chaos exist? (A quantum Lyapunov expo- 
nents approach.)" von Wladyslaw Adam Majewski. Wir vertreten einen verwandten 
Standpunkt und suchen explizite Beispiele von linearen 'chaotischen' Systemen zu 
konstruiren. 

In der vorliegenden Arbeit konstruiren wir drei linearen diskreten dynamischen 
Systeme ( jeweilige Operatoren U, V, W in der Sektionen 2, 3, ) und beschreiben 
kurz ihre kontinuierlichen Analoga (Sektion 4), die ein sehr kompliziertes Verhalten 
haben. 

Es ist natürlich kaum so, daß man diese Systeme als vollkommen chaotische 
Systeme qualifizieren wolle. 

Dennoch sehen ihre Ljapunov Spekren sehr exotisch aus, und entschprechen 
die spektrale Teilräume und die Mengen So,S,S+ einander etwas seltsam und 
überraschend. Von diesem Standpukte aus, wir würden sagen, das Verhalten dieser 
Systeme ist vorchaotisch. Die Situation ist im großen und ganzen diese: 

Das erste System, das wir konstruieren, ist ein solches, daß S+ ein bloßes Nul- 
lelement enthält. Folglich, alle Ljapunov Indizes sind streng positiv. Noch mehr, 
wählt man eine Zahl c > 1 ganz beliebig, so kann man ein System konstruiren, so 
daß alle Ljapunov Indizes > Inc. Demungeachtet gibt es von Null verschiedene 
Bahnen, so daß der untere Wachstumsindex < — Inc ist. 

Für den Fall des zweiten Systems ist die Menge S+ "reich": es gibt "viele" 
Bahnen, deren Ljapunov Indizes streng negativ sind (< — In 2 — Inc, c > 1), dann 
aber hat die Abschließung dieser Menge gewisse Bahnen, deren Indizes streng positiv 
sind (> ln2 + Inc). 

Was das dritte System betrifft, dieses ist, daß Sq auch von Null verschieden ist ( 
natürlich, Sq C S C S+), sowie ein gesuchter Teilraum existiert, — ein maximaler 
invarianter Teilraum L derart, daß r(W^|L) = 1 (folglich, L C 5*+). Doch sind diese, 
L und So, zueinander orthogonal und außerdem Ld S = {0}. 

Noch mehr, L =5'o"'", sogar L =S-^. Noch mehr , der Spektralradius des auf 
L-^ = So eingeschrenkten Propagators ist gleich 2; das Spektrum der Einschrenkung 
selbst liegt in der Menge {z\l < \z\ < 2}. 

Soweit sind unsere Ergebnisse, die die Frage 1 betreffen. 

Was die Frage 2 selbst betrifft, die lange Zeit existierte die Ahnunng, daß 
die Antwort allemal positiv ist. Diese Ahnung unterstützten Ergebnisse von ver- 
schiedener Art, sowohl einzelnen Existenzsätze - von [Kre64] bis [Shk99]-, als auch 
die Theoreme von der Art - "Die Menge So{T) liegt in dem Teilraum, der M.G.Krein 
konstruiert hat [Kre64], [Kre65]" (darübersieh [Ch89-1], [Ch89-2], [Ch96T], [ChOO]). 

Nun gehen wir eigentlich zur Grunddarlegung selbst über. Dabei entspricht die 
sogenannte 'J- Terminologie ' der Arbeit [Kre65], während die allgemeine mathema- 
tische Terminologie auf [RS] folgt. 
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2 Diskretes dynamisches System ohne Di- 
chotomie 

Satz S2-1 Wie auch eine positive Zahl c > ausgewählt sein mag, es gibt einen 
J -unitären und symplektischen Operator U, daß 

S+{c-^U) ^ S+{c-^U-^) = {0} . 

Insbesondere, 

(i) L sei ein von Null verschiedener U -invarianter Teilraum. Dann ist 
r{U\L) > c; 

(ii) L' sei ein von Null verschiedener -invarianter Teilraum. Dann ist 
r{U-^\L) > c; 

(iii) es gibt keinen U -invarianten Teilraum L" , so daß \spectrum {U\L")\ > c^^ . 
Beweis 

Angenommen, es existiere ein Operator U derart, daß gilt: 

1) U ist linear, bijektiv, beschränkt; i 

2) S+{c-^U) = S+{c-^U*-^) = S+{c-^U-^) = S+{c-^U*) = {0} . 

Ist solch ein Operator U gegeben, so setzen wir U :^ U ~ U ® U*~^. 
Dann gilt: 

a) S+ic-'^U) = S+{c^^U-^) = {0} (nach Bemerkung Bl-2 ); 

b) U ist J-unitär und symplektisch ( nach Hilfssatz Hl-1); 

c) Die Punkte (i), (ii), (iii) sind erfüllt ( nach Bemerkung Bl-1). 

Nun haben wir jenen U zu konstruieren. Das wollen wir im Hifssatze H2-1 
tun, erst aber müssen wir an gewisse Definitionen und Tatsache der Theorie von 
sogenannten gewichteten Verschiebungsoperatoren erinnern. 

Definition D2-1 Hq sei ein beliebiger separabler (reeller oder komplexer) 
Hilbertraum; das Symbol (, ) stehe für das Skalarprodukt von Hq und mit {bn}n 
bezeichne man eine orthonormierte Basis, deren Elemente durch n = ...,— 1,0,1,... 
indexiert werden. 

Es sei {un}n ,n ^ 7i eine zweiseitige Zahlenfolge; dabei wixd w„ ^ Q,n G Z 
angenommen. Nun bezeichne U einen Verschiebungsoperator u , der durch die 
Formel ^ 

U : bn ^ -^^bn+i (*) 

Un 

erzeugt wird. 

Observation 02-1 

Es kann vielleicht nicht fehlen, auf die Definition von U einzugehen. Man bildet 
den Operator U so: 

Vorerst setzt man die ZuOrdnungsvorschrift (*) auf ganze lineare Hülle von den 
Basis dementen {6„}„ £ Z zu einem linearen Operator fort. Diese Fortsetzung ist 
eindeutig und erzeugt einen linearen dicht definierten abschließbaren Operator, der 
hier mit Umin bezeichnet wird. Die Abschließung von Umin ist genau der Operator 
U. 

Also, der hierdurch definierte Operator U ist abgeschlossen, mindestens 
dicht definiert, injektiv, besitzt dichtes Bild und die Wirkung von ,U*~^ , 
jj*NjjN ^jj-Njj*-N ^j^^ ^^^g ganzen N) wird durch die Formeln 

U : 0„ t-^ bn+N ;U : 0„ t-^ — b^+N ; 



^daraus folgt, daß U* , U ^, U* ^ beschränkt sind 

^voller Name: gewichteter Verschiebungsoperator, von {fen}n, nach rechts. 
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Un Un+N 

erzeugt. 

Insbesondere ist beschränkt genau dann, wenn die Zahlenfolge 
{\un+N /un\}n beschränkt ist. □ 

Observation 02-2 Die Schar ist eine orthonormierte Basis und es gilt 

auch U^bn -L U^bm für n ^ m. Deshalb ist 



/nsftesondere 

WfW > \{bn,f)\\Un+N/Un\ 

für alle ganzen n. Daraus folgt: 

Ist f € Hq \ {0} und sind M, a gewisse Zahlen, so daß 

||C/^/|| <Ma^/«r TV = 0,1, 2,..., 

dann gibt es eine Zahl M' , so daß 

\un\ < M'a^ für N = 0,1, 2, ... 

Für U*~^ ,U^^ ,U* , es gelten die analogischen Implikationen. Wir schreiben alle 
diese Implikationen ausführlich heraus: 



u^fW 


< 




\un\ 


< 




{N = 


0,1,2,. 


•■) 




< 


Ma^ 


\un\-' 


< 


M'a^ 


iN = 


0,1,2,. 


••) 


u-^fW 


< 


Ma^ 


\u-n\ 


< 


M'a^ 


(7V = 


0,1,2,. 


•■) 




< 


Ma^ =^ 


\u-n\-' 


< 




(iV = 


0,1,2,. 


••) 



(Wir haben hier bei den Bezeichnungen das Format 

3/ei?o\{0},M>0,a>OViV>0 ••• ^ 3M' > 0V7V > ••• 

gemeint.) Am nächsten Hilfssatz werden wir nämlich solche Folgerungen dieser 

obigen Implikationen anwenden: 

Es stehe c für eine reelle positive Zahl. Dann gilt: 



S+{c-^U) {0} ^ 3M'>OV7V>0 ImatI < M'(c+1) 

S+{c-^U*-^) ^ {0} ^ 3M'>0V7V>0 \un\-^ < M'(c + 1) 

S+ic-^U-^) ^ {0} 3M'>0ViV>0 |M_Ar| < M'(c+1) 

5+(c-i[/*) 9^ {0} ^ 3M'>0ViV>0 Im-jvI"^ < m'(c+1) 



□ 



Hilfssatz H2-1 Man setze 

Un := (c + 2)1"! ^'"(5 l°S2(l+|n|)) = ...^ 0, 1, ...), 

hierbei sei c > beliebig ausgewählt. 

Dann ist der entsprechende Verschiebungsoperator U mit seinem Inverse 

beschränkt, und 

S+{c-^U) = S+{c-^U*-^) = S+{c-^U-') = S+{c-'U*) = {0} 
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Beweis Die Ableitung der zahlcnwcrtigcn Funktion 



X ^ |a;|sin(^log2(l + |a;|)) 



ist gleich 



TT TT \x\ TT 

(sin(-log2(l + |x|)) + ^1^ 1^ cos(-log2(l + |j;|)))sgna; 

und ihr Absolutbetrag übersteigt der Größe a := 1 + 7r/(21n2) nicht. Nach dem 
Mittelwertsatz von Lagrange ist 

(c + 2)-« < \Un+l/Un\ < (c + 2r. 

Somit sind die Operatoren U und beschränkt. 
Nun wählen wir zwei Zahlenfolge so aus: 

rife := 2^+4'= - 1; := 2^+4'= - 1 (fc = l,2,...). 

Dann gilt: rifc, nik S N, +00, +00 (für k —^ +00), und gleichzeitig 

= = (c + 2)"- 1^ = uZl, = (c + 2)-'= . 

Man sieht, daß man keine Abschätzung von der Art 

\un\ < M'(c+1)^, \u-n\ < M'(c+1)^, \un\-' < M'(c+1)^, 

iM_jvr^ < M'(c+i)^ 

(für N = 0,1, ■ ■ ■) verwirklichen kann. Wendet man hier die Observation 02-2 an, 
so bekommt man, daß 

S+{c-'U) = {0},S+{c-'U-') = {0},S+ic-'U*-') = {0},S+ic-'U*) = {0}; 

was zu beweisen war. 

□ 

Der Beweis des Hilfssatzes H2-1 und mithin des Satzes S2-1 ist beendet. 

□ 
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3 Andere Beispiele von J-unitären Operatoren 

In dieser Sektion zeigen wir noch zwei Operatoren, deren Eigenschaften irgend- 
wie absonderUch aussehen. Die allgemeine Elemente von der Konstruktionen sind 
dieselbe, die wir in den vorigen Sektionen eingeführt haben: 

Hq, das steht für ein beliebiger separabler Hilbertraum; das steht für 

eine orthonormierte Basis von Hq, die Elemente von dieser Basis werden durch 
n = —1,0, 1, ... indexiert; außerdem 

H:=Ho®Ho, J{xGy) ■.= y(Bx, J{x ® y) := -y ® x , {x,y £ Hq) 

und ist T : Hq ^ Hq ein linearer Operator, dann setzen wir T := T (B T*~^ , falls 
aber T*~^ existiert. 

Wir konstruieren zwei zweiseitige Zahlenfolgen n = — 1, 0, 1. 

so daß die entsprechenden Verschiebungsoperatoren, V und W, und die J-unitären 
und symplektischen Operatoren, V und W , bemerkliche Eigenshaften haben. 

Definition D3-1 Es sei eine Zahl c > 1 beliebig ausgewählt. Es sei Vn ■= 
(2c)~l"l für beliebige ganze n. V : H ^ H sei der entsprechende, durch die Formeln 

, , , Vn+l , 

V : o„+i 

erzeugte Verschiebungsoperator. Mit anderen Worten, es sei 

■= -t-K+i für n = 0, 1, 2, ... Vbn ■= 2c5„+i für n = -2, -1. 
2c 

Bemerkung B3-1 Der hierdurch definierte Operator V ist beschränkt und be- 
sitzt ein beschränktes Inverses; nach seiner Definition kann man zeigen, daß 

(1) ||T/^6„|| = (2c)-l"+^l+l"l für beliebige ganze n,N; 

(2) r{V) = r(y-i) = 2c; 

(3) 5ÖIWy = So ii-V*-') = {0}, 5o(fF-i) = H, So = {0}. 

Hilfssatz H3-1 L, M seien solche (in H lineare abgeschlossene) Teilräume, 
daß 

VL = L, \spectrumV\L\ < c,V~'^M = M, \spectrumV~'^\M\ < c. 
Dann gilt: 

(a) L = Li® {0}, M = Ml © {0}, für gewisse Li c ff; Mi c H; 

(b) VLi = Li, \spectrumV\Li\ < c; 
y-iMi = Ml, \spectrumV-^\Mi\ < c; 

(c) Li H, Ml 7^ H. 

Beweis 

Beweis von (a) : Dies folgt daraus, daß 
Lc5o(|v) = So[l-V®l-V*-^) 



Operatoren ohne Dichotomie 



9 



Beweis von (b): Nach dem Beweis von (a) haben wir: 

L = Li® {0}, M = Ml © {0}, V = V® V*-\ 

FolgUch 

spectrumV\L = spectrumV\Li, spectrumV~^\M = spectrumV~^\Mi, 
und demnach 

\spectrumV\Li\ = \spectrumV\L\ < c, 

\spectrumV~^\Mi \ = \spectrum,V~^\M\ < c. 

Beweis von (c) : Wir haben 
\spectrumV\Li\ < c, und r{V) = 2c. Folghch Li ^ H. Analog, 
\spectrumV~'^\M-i\ < c, und r{V~'^) = 2c . Folghch Mi 7^ H. 

□ 

Nun erinnern wir daran, daß H ® {0} ein in H J-neutraler Teilraum ist (sieh 
[Krein65]). Insbesondere ist _ff ffi {0} ein semidefiniter Teilraum. 
Dann erhaltet man den folgenden 

Satz S3-1 Es sei L ein solcher semidefiniter Teilraum von H, daß 

VL = L, \spectrumV\L\ < c. 

Dann ist L nicht maximal. 

Es sei M ein solcher semidefiniter Teilraum von H, daß 

V~'^M = M, \spectrumV~^\M\ < c. 

Dann ist M nicht maximal. 

Bemerkung B3-2 

Der Operator V besitzt die folgende interessante Eigenschaft: 

bn G Sq{V) n So{V~^) für jede ganze n; somit ist 5o(V") fl Sq{V^^) in H dicht. 

Noch mehr, Lk bezeichne abgesclossene lineare Hülle der Menge {Vbk\s > k}. 

Dann ist 



VLk C Lk ,riV\Lk) < l/2c und H = U{Lk\k = ...- 1,0,1...} . 
aber r{V) = 2c . 

Der Operator besitzt die ähnliche Eigenschaft. Hier ist Lk aber durch 

abgeschlossene lineare Hülle von {V~^bk\s > k} zu ersetzen. 
Wir wollen noch eine Eigenschaft von V anmerken. 
Es sei f := Xln^^ol'^l^^^"- Dann f G Hq und 



2| ^n+JV |2 



^ 1 (2c)-^l"+^l ^ 1 (2c)-^l"+^ l 
^ InP (2c)-2|"l ^ |n|2 (2c)-2|"l 

n>0 ' ' ^ ' n<0 ' ' ^ ' 

^ (2c)-2|"l ^ |n|2 (2c)-2|"l 

Wir wollen die Folge nach unten abschätzen. 
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Zuerst sei N > 0. Dann haben wir 

E 



1 (2c)-2|"-^l 
|n|2 (2c)-2|"l 

1 (2c)-2"+2^ 

,d2 (2c)-2" 

n>N ' ' ^ ' 
n>JV ' ' 

> _L_(2c)2^ > ^(2c)2^ = 2^c2^ = 2l^lc2|^l 



Überdies sehen wir. daß für die jetzt zu betrachtenden V und f die Größe 
WV^flf von N so abhängt, daß ||y^/f = WV'^ ff für alle N ist. 
Somit sehen wir, daß 

llV^ff > _L^^2cfN > 2l^lc2|^l für alleN. 



2 



Ein sehr schnelles Wachstum von ||V^ /|| , wenn N — > ±oo // 

Jetzt zeigen wir noch einen Beispiel von J-unitärem und symplektischem Oper- 
ator. 

Definition D3-4 Es sei Wn ■= 2^1"' = 2" für n < und Wn ■= + 1) für 
n> 0. W : H ^ H sei der entsprechende, durch die Formeln 

W : bn^ bn+i 

erzeugte Verschiebungsoperator 

Bemerkung B3-3 Da 1/2 < Wn+i/wn < 2 für alle Ganzen n ist, ist der 
Operator W beschränkt, invertierbar und ist beschränkt auch. 

Hilfssatz H3-2 Der soeben definierte Operator W hat die Eigenschaften: 



So{W) =H, 1 < \spectrum W\ < 2, r(W) = 2, 
S{W*-'^) = {0}, ^ < \spectrum W*''^] < 1, r{W*-'^) = 1 . 

Beweis. Der Beweis stützt sich auf die wohlbekannte Spektralradiusformel, 
auf die Bemerkung B3-3 und auf die Formeln der Observation 02-1. Wir haben: 

\\W''\\=sup{^^\n = ... -1,0,1,...}, 

Wn 

= sup{^^ I n = . . . - 1, 0, 1, . . .}. 

Wn+N 

Nehmen wir N > an, und betrachten den Ausdruck Wn/wn+N im einzelnen. 
Wir sehen: 

a) Wn/wn+N = 1/2^ für n + A'' < 0; 

b) Wn/wn+N = (1 + n + A^)/(l + n) = N/{n + 1) + 1 < AT + 1 für < n; 

c) Wn/wn+N = 2"(1 + u + N) < A + lfürn<0<A + n 



Operatoren ohne Dichotomie 
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Außerdem ist wa/wN = 1 + . Folghch ist ||W^*-^|| = + 1 (für TV > 0), 
daraus r(W*-^) = 1 imd r{W-^) = 1 . Ganz analog ergibt sich, daß \\W^\\ = 2^ 
(für A^ > 0), daraus r{W) = 2 und r{W*) = 2. 

Zuletzt, ist n+N > 0, so ist W^bn = Wn'^ {l +N +ny ^bn+N ■ Daraus folgt, daß 
bn e So{W) für alle ganzen Zahlen n. Folglich ist So{W) = H und S{W*-^) = {0} . 

□ 

Satz S3-2 

Es gibt einen J-unitären Operator W und einen maximalen semidefiniten Teil- 
raum L, so daß gilt: 

(a) WL-^ = L-L , 1 < \spectrumW\L-^ \ < 2, r{W\L-^) = 2 
trotzdem ist = So{W) = S{W). 

(b) WL = L, \spectrumW\L\ < 1, 
jedoch ist LnSiW) = {0}. 

Beweis Man setze 

L:={0}®H,M:=H®{0} = L^, 

und wende den nun bewiesene Hilfssatz H3-2 auf die Formeln für So{W) und S{W) 
(sieh Einleitung) an: 

So{w) = So{w) e So{w*-'^) = So{w) e {0} c m 
s{w) = s{w) e s{w*-'^) = s{w) © {0} c M 

Die Mengen So{W) und S{W) beide sind aber in H dicht. Folglich fallen ihre 
Abschlicßungcn mit M zusammen. Um Beweis zu vollenden, ist es hinreichend 
anzumerken: der Operator W\M ist zu W unitär äquivalent, der Operator W\L ist 
zu W*~^ unitär äquivalent, und danach nochmals den Hilfssatz H3-2 anzuwenden. 

□ 
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4 Ein Übergang zu einem kontinuierlichen Mod- 
ell 

Dieser Ubergang wird mit solchen wohl üblichen Schritten erfüllt: 



n+N 



: / W^" - E ^-^fir^)bn+N = E -^fin - N)br, 



: /(n) 
: fix) , 



v{x — t) 



f{n-N) 
f{x-t) 



Dabei ergibt sich, daß 



f, . v{t)-^ v{x) v(t) v[x) v{x-t) 
f{x) I — > — — ■ — r/(a; + T)i — > — --— — — ^f{x-t + T) 



v{x + r) ■ 



v{x — t) v{x — t + r)' 

= {V(t-T)f) (X) 



Mit anderen Worten ist die durch V erzeugte Dynamik Zeit-autonom und formaler 
Generator sieht so aus: 



{Hf){x) = iV{t)f)l,ix) 



d_ 
di 



t=o ' 
v{x) 



-J{^-t) 



t=0 



v{x ~ t) 

df{x) v'{x) t \ ^ f ff \ 

ox v{x) ax\v{x) 



Wenden wir insbesondere den hier geschriebenen Übergang auf diejenigen 
diskreten Systeme an, die wir in vorhergehenden Sektionen betrachtet haben. Dann 
lassen sich die entsprechenden kontinuierlichen Systeme so beschreiben: 

a) v{x) = el^l«'"0"(i+l^l)) 

(Hmx) 

= + (siniln{l + \x\)) + -^cos{ln{l + \x\)))sgn{x)f{x) 

ox \ 1 + |a;| / 

b) v{x) ~ e~l^' 

{Hf){x) = -^-{sgnx)f{x) 



v{x) = 




x + 1 



Bemerkung. Alle vorstehenden Beispiele von J-unitären Operatoren (symplek- 
tischen Automorphismen) sind durch Hilbertsche direkte Summen von gewichteten 
zweiseitigen Verschiebungsoperatoren realisiert. 

Somit werden diese Operatoren unitär sein, wenn man den zugrundeliegenden 
Hilbertraum geeignet ( aber unäqivalent !) renormiert. 
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Also, die Operatoren sind 'gut' und hingegen sind die Räume 'schlecht'. 
Ich hoffe und glaube, daß dies typisch ist. Jetzt aber kann ich einige Sätze nur 
von solcher Art beweisen: 

1) TL sei ein linearer Raum, der ist mit einem inneren Produkt n < •, • >, oder 
mit einer symplektischen bilinearen Form s(-, •) versehen. Ein linearer Operator 
T : 7i — > 7i sei < •,• >-unitär (oder symplektisch) . Nehmen wir an: es gibt ein 
Element u € H, so daß die Elemente {T^u}n {N — ... — 2,-1,0,1,2...) linear 
unabhängig sind. 

Dann gibt es einen zweiseitigen gewichteten Verschiebungsoperator U : Hq Hq 
und einen f € Hq Hq, so daß jeweils gilt: 

< u, r^u >= (/, JÜ^f) {N ^ ... - 2, -1, 0, 1, 2, ...) 

oder 

s{u, T^u) = if, JÜ^'f) {N = ... - 2, -1, 0, 1, 2, ...) 

2) T sei beliebiger invertierbarer Operator, angenommen aber, daß 

5o(r) = {o},^o(r*-i) = {o}. 

Dann ist T ein s-Limes von eine Folge von Operatoren, die zu unitären Operatoren 
ähnlich sind [ChOO]. 



^indefiniten oder dofiniton, das hat hier keine Bedeutung 
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